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ALCUNI TIPI DI VARIETA' V DI S E
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SOTTOPIANI DI BAER
Rita Vincenti (Perugia) (k) (%%)

SUMMARY .If T Zs a desarguesian plane of order q2 s Tt can be represented by
=5, 54 fizing a spread S of a hyperplane I'. Denoting by L, the line
of W corresponding to S , it is knowm that a Baer subplane B of N such

that BNI_ is a line of B , is represented by a plane B of T
where BNI' is not a line of S . We prove that B s a Baer subplane

of N such that |BMZJ:J s if and only ©f B 1is represented by a variety

3 g ,

Voo of I of dimension 2 and order 3 .

INTRODUZIONE.

E' noto come ad un piano di traslazione I di ordine q2 ;, si.pud associare una
sua rappresentazione iperspaziale Iz ;2 ':8) (cfr.[ 4:],[ 5:!) in cui gli elemen-
ti della fibrazione S rappresentano i punti della retta Zw rispetto alla quale
II & di traslazione. 1In I;ﬁ ] , rappresentando Il con lo spazio I =S A SH

4lq
sono caratterizzati i sottoinsiemi di punti di I che corrispondono a quei sotto-

piani di Baer del piano che hanno g+l punti a comune con la retta Zw.
In guesta nota, si caratterizzano i sottoinsiemi di punti di I che rappresenta-

IW:salfo SRS ; ’ : . , 2 ;
no sottopiani di Baer di un piano desarguesiano Il di ordine q che intersecano
la retta I in un solo punto.

Si & trovato che tali sottopiani di Baer di Il che denomineremo "propriamente

protettivi” , vengono a corrispondere alle varieta proiettive V rigate di I

2

che si ottengono mediante certi isomorfismi birazionali tra una retta L della fi-

brazione S dell'iperpiano Z' di I ed una conica E di un piano o di I
con L'=aNi' eSS econ ENL' = @ . Queste varieta sono esprimibili come interse-
{#) Lavoro eseguito nell'ambito del GNSAGA del CNR.

(#¥%) Istituto Matematico, Via Vanvitelli 1 , Perugia .
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zione non completa di due coni quadrici C e Q cosi fatti : C ha per vertice
la retta L e proietta i punti di E ; © ha per vertice un punto di E e pro-
ietta un regolo R di S8 con L ed L' appartenenti ad S .

Nel primo paragrafo di questa nota, si sono ottenute alcune proprieta delle

3
V2 di I che ci serviranno nel seguito.

Nel secondo paragrafo, si dimostra che se A & il piano affine H-Zw ed A'

& lo spazio affine I - I ' , il gruppo delle affinitd di A & immergibile nel

gruppo delle affinitd di A' e che un elemento di A & fisso per una affinita

di A se e solo se l'elemento corrispondente in A' & fisso per la corrisponden-

te affinita di A'.

3 ;
Si dimostra infine che le V2 di Y del tipo citato, rappresentano tuttl e

soli i sottopiani di Baer di Il propriamente proiettivi, passanti per un medesi-

mo (opportuno) punto improprio P di I e per lo stesso insieme di g+l pun-

ti di una retta di Il non passante per P .

1. ALCUNI RISULTATI SULLE V23 DI S4 g T
'

Sia F un campo di Galois GF(q) di caratteristica dispari, F sia il cam-

po chiusura algebrica di F . Denotiamo con I lo spazio proiettivo 4-dimensionale

sopra F ; lo spazio I 5i pud pensare immerso nello spazio L 4-dimensionale

n = . . o § ;
sopra F . Se Vk & una varietd proiettiva di dimensione k ed ordine n

(afr.

"3 N spressa i olinomi eF| . .

» ]' l_ jl esp mediante: palinom fi SR ’Xr ] , intendiamo de-
n . . . . 5 . 5 = n . i

notare con Vk 1'insieme dei punti razionali della varieta Vk , Ossia é

Vn:Vn(\ g

k k.
; 2 , . ; ~ .
Siano Sl e € rispettivamente una retta ed una conica non degenere ady - &y
52 il piano di I contenente C2 : ¥ :Sl > C2 una biiezione.

Supponiamo che siano soddisfatte le seguenti condizioni :

Ccl) gli spazi Sl ed 52 sono sghembi ;

L

C2) la corrispondenza Y & un isomorfismo birazionale (cfr.

" 3] p.203 ,[ 8]
p.l0) .

LEMMA 1.1 - La varieta rigata proiettiva di I che si ottiene congiungendo i pun-
e 2 . : . : s 3 =
tdd 'di.. S e C che E&_corrlspondono mediante Q' , € una YQ (cfr.l_3 ] v

p.290) .
Dim.:

La dimostrazione & come in | 3 W relativamente al caso r=4 ; se indichiamo
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Dim.:

o) o . ; d . 2
E' sufficiente scegliere una retta » di 52 che sia esterna alla conica C

e considerare 1' S congiungente S ed r .

3 1
L'elemento s di F che compare nelle (1.0) , sia un non quadrato; si noti
,allora che rispetto al riferimento scelto per r , 1's di equazione t=0

3

€ nelle condizioni del Lemma 1.2 : contiene la retta Sl ed interseca 1' 52 con-
2 2
tenente la C , nella retta yl=y2=t=o che é esterna a C poiché 1l'equazio-

ne in A, A"-s=0 non ha soluzioni in F. Si noti infine che il punto origine
O del riferimento di I & un punto della conica .

Si denoti con X' l'iperpiano di I <che nel riferimento fissato ha equazio-

ne t=0 . Sia assegnata una fibrazione regolare S di I' in modo tale che

la retta Sl e la retta SZ(\Z' appartengano ad S . D'ora in avanti denoteremo

con
(L.1) L(®) ed L(O) , rispettivamente, le rette Sl ed S2(\Z' }

sia inoltre :

X il piano S, i E 1la conica C2 ;
(1.2) Y il piano congiungente O con L(®») ;

r la retta di Y congiungente O con il punto 6=¢_l(0), 0E L(®).

Si consideri il cono quadrico C di X di vertice la retta L(®), cosituito

dai g+l piani per L(®) proiettanti i punti della conica E ; indichiamo con

P ‘l'insieme dei g+l piani.di € . Sia infine F il fascio dei: g+l iper-

piani di I di sostegno il piano X .

~PROPOSIZIONE 1.2 - La corrispondenza Y:L(o) - E induce una corrispondenza

j 3
:F>P in modo tale che la varieta YQ che si ottiene congiungendo i punti

v
di- L(w) e di E che si corrispondono attraverso Y , & la varietd che si

ottiene intersecando gli elementi gi_f‘ S.éi.ﬁ che si corrispondono attraverso

et

Dim.:

Per ogni elemento 53 EVF, §3= PUX , PeL(®) , si definisca :

=85 4 8,8 P e tale che si abbia SZ=L(W) U Py A

(1]
w
<
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ta da g generatrici principali della V23 e dal piano Y tangente la V23 lungo

la ulteriore generatrice .

3
NOTA 1.1 - Per avere le equazioni cartesiane della V2 é sufficiente, eseguendo

3 .
un'altra sostituzione del parametro, ottenere la V3 di I che si esprime

con la seguente equazione :

2 2 2
w _ o
(1.4™) x2(yl s y2) yl E .
Allora la V s si rappresenta mediante il sistema delle (1.4),(1.4'),(1.4™ ).

2
NOTA 1.2 - Se P & un punto della conica € , il piano del cono C che proietta

s 3 : . s . .
P , ha in comune con la V2 la direttrice minima L(®) e la generatrice prin-

cipale g, Ppassante per P.

COROLLARIO 1.3 -Ogni 223 dai E_ definita mediante una corrispondenza tra una ret-

ta e una conica soddisfacenti le condizioni Cl) e 92) , Si pud ottenere come

intersezione definita di due coni quadrici.

3 — o
TEOREMA 1.2 - La YQ intersezione definita dei coni quadrici C e gm

ottenere mediante almeno un isomorfismo birazionale ya:L(w) > E,

, si pu

Dim.:

3 X ;
La V2 intersezione definita dei coni C e Qm si esprime mediante il seguen-

te sistema di equazioni :

2 2
(1.5) SX, = X - sX, t =0
L} - =
(1L.5%) (m2xl +mlx2)yl (mlxl +sm2x2)y2 o .

Se si parametrizza la (1.5), ponendo

(1.6) i) fac-s) Tt

*1

(1.6") Xy =a2(a2-s)"lt ,

dalla (1.5') si ottiene :

(1.6") yl = s(mza-ml)(mla—smz) y2

Se si interpretano le terne (xl,xz,t) e le coppie (yl,yz), rispettivamente come
coordinate proiettive interne del piano X e della retta L(®), si ha che le (1.6)
(L.6'), (1.6") rappresentano un isomorfismo birazionale wa:L(W) + E che defini-
3

9 ot
rare rappresentata anche la retta che si ottiene per il valore "limite" del para-

3
sce . la V2 . 5i noti che per ottenere tutti i punti della V si deve conside-
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~1
metro a , assm.m

20y

LEMMA 1.3 - Ogni piano & del cono gw ,gf Y, interseca ii_cono c ig_una conica

non degenere.

COROLLARIO 1.4 - Le g coniche dei piani ai gw e la retta Efgé_, ricoprono la
W 3
2y ®
Dim. :

L'asserto del ®rollario & conseguenza del Corollario 1.2 e del fatto che le g
: . . AL 3
coniche e la retta r (intersezione dei piani di Qw con la V2 ) hanno tutte a

comune il punto O.

Per dimostrare il Lemma, si consideri il piano o di Qw . Se & a=X, si ha che

0 NC & la conica E . se & o0#X , si consideri l'S3 congiungente « e la retta

=00 ; tale S3 taglia il cono C secondo un cono C di vertice O . Infatti,

se S3{\C fosse un solo piano, esso conterrebbe r , quindi tale piano dovrebbe

essere Y ;in.questo caso 1'S conterrebbe due piani, o e Y che si intersecano

3

in un solo punto, e cid & assurdo. Se S3ﬁ}C fossero due piani, sarebbero due

piani Y e 7Yy del cono C passanti per r ; allora al cono C apparterrebbe

la retta L(®) ed una altra retta t=YNI' con YNL(®) = 0 e cid & assurdo.

Se ot(\E fosse costituita dai g+l punti di una generatrice di C , si avreb-

be che le-rette ant' ed L(») non sono sghembe ; quindi il piano o inter-

seca C in una conica non degenere.

Indicando con OO,O ,...,Oq i g+l punti della conica E , denotiamo con

1
V(Oi’Ra) . ¢i=0,l,...,q, YaeK la V23 di I intersezione definita del cono-

C e del cono Qa(l) di vertice il punto Oi e proiettante il regolo Ra'

o

PROPOSIZIONE 1.3 - Ogni  Vv(0O,,R )

R, una V(0 ,R ) per un opportuno b € K .

%

Dim.:

Sia Oi=(h,k,0,0,l) un punto di E ; si ha skz—h2-sk = 0 ; sia inoltre
a=al+wa2 . La V(Oi,Ra) & esprimibile nel modo seguente :

2 2 :
{ SX, = X - sx2t =0

+ - - = + - -
yl(a2xl alxz—azht alkt) y2(alxl sa x, alht sazkt) i

La condizione che ogni punto P di questa varietd sia anche un punto di una
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V(OO,Rb) ; d& luogo alle seguenti uguaglianze

2 2
bl = s(alh+sa2k)(s(a2h+alk) —(alh+sa2k) )

1 2 2
b2 = s(a2h+alk)(s(a2h+alk) (alh+sa2k) )

e si ha inoltre

a2bl—alb2 = -1 . Quest'ultima uguaglianza risulta essere sempre soddisfatta per

quei valori di bl e b2 essendo equivalente alla seguente:

(sa2
2
che & vera per le scelte fatte di h e k .

- af)( sk2—h2—sk) = Q

Indichiamo con VO il seguente insieme di V23 di I : {V(OO,R )/ ¥ b e K }.

TEOREMA 1.3 - El_numero di elementi di z& é esattamente g+l .

Dim.:
Si ha subito l'asserto notando che il numero degli elementi di VO & uguale al
numero di regoli Rb di 8
3

2. LE V2 DI I COME SOTTOPIANI DI BAER

Usando le notazioni di ]:6_] , indichiamo con II =(P ,R , 1) il piano proietti-

desarguesiano sopra il campo K=F(w) .

E' noto (cfr}|:4 ],|:5 ]) che I pud rappresentarsi con lo spazio I , fissan-

do una fibrazione regolare S di un iperpiano L' di I . Esplicitiamo una ta-

le rappresentazione nel modo seguente

fissiamo una retta .l in I (da denominarsi retta impropria di I ) ed un
riferimento (O,X00 1Y ) in modo tale che la retta 1 © é la rettta Ko Vs
Indichiamo con (x,y,t) coordinate proiettive omogemme per [I e t=0 1'equazio-

ne della retta Zw

Definiamo una applicazione

(2.0) p:I~>1Z

tale che si abbia :

(21 Zmp =3 ;
(2.2) YPpel, Pp =L () se P=Y = (v ,

Pp =L(m) se P

]
g

con L(®) ed L(m) appartenenti ad S ;
. i i it
(2.3) YpPpel T o P (xl,xz,yl,yz,l) e PpeIl~-L',

se P= (x,y,1) con xx e, ,y=y,twy, , x,y,e F ,fi=1,2
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Se indichiamo con I' 1la incidenza in ¥ , si ha

(2.4) ¥reR , rp = {Pp / PI r} & un piano di I , Pp I'rp ed &

ry ' e S .

Dalle (2.0, (2.1), (2.2); (2.3) e (2.4), si ha la
(2.5) PIr seesolose PpI'xrp #PeP ,/reR

Da quanto detto si ha subito il seguente Lemma

LEMMA 2.1 - E&_piano E_ g_isomorfo, mediante oy alla struttura di incidenza

(2,2, 8) letx."4a7,[5.

Richiamiamo la definizione di sottopiano di Baer di un piano proiettivo

DEFINIZIONE 2.1 - Un sottopiano B di un piano proiettivo P & di Baer

se e solo se "si ha :

Bl) -ogni punto di

|
(]

€ incidente una retta di B ;

B2) ogni retta di & incidente un punto di B (cfr.[ 2],[[6])

|
0!

DEFINIZIONE 2.2 - Un sottopiano S di [I & denominato propriamente proiettivo

58 8 [z A sl§1.
— — -0 — —

LEMMA 2.2 - I sottopiani di Baer di un piano proiettivo desarguesiano P di or-

dine g? , passanti per un punto A e per g+l punti gi_una retta r (é'l r )

sono esattamente g+l .

Dim.:
Si ha subito 1l'asserto notando che il piano P & derivabile secondo Ostrom

(cfr.|:6 j, p.223)e che il piano derivato 8P ha ordine q2

Sia L& l'insieme dei g+l piani del cono C di equazione (1.4) ed Lé

1l'insieme dei q2 piani di I che sono rappresentati con equazioni della seguente

forma :
(2.6) yl=mlxl+sm2x2 , y2=m2xl+mlx2—ml , ¥ ml,m2 e F
e sia L'=L' ulL' .

B [¢]

Ogni pimno 4£'e L' & immagine , tramite p , di una retta £ di I che si espri-

me mediante equazioni dél tipo

2
1C,E F ed sc, -¢c, -sc, =0 ,

i) x=cl+wc , €6n cl 2 2 1 5

2

ovvero
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ii = + —m_.
ii) v (ml wm2)x mlw ¥ ml,m2 €EF

a seconda che sia
vy . L's L! ovvero £4% LY L'
o [
Indichiamo con B' 1l'insieme costituito dalla retta 14®) e dai punti affini della

V23 di I definita nelle (1.0) (o le (1.4), (1.4')).

Ssia B' 1la struttura di incidenza di I
(2.7 B' = (B',L', 1"

e indichiamo con B ed L rispettivamente i sottoinsiemi in II di P e R che

sono controimmagini, attraverso p , di B' e di- L'.
Per il Lemma 2.1, si ha che la struttura di incidenza

B=(BILII)

é una sottostruttura di incidenza di H .

TEOREMA 2.1 - La struttura di incidenza §: & un sottopiano di Baer QE_E. propria-

mente proiettivo,

Dim,:

E' noto (cfr. :1.]) che se in una struttura di incidenza S valgono le seguenti

proprietd (indicate complessivamente (l 8 _) b B
2 - 6

1 - il numero delle rette di S & g +g+l ;

2 - il mumero dei punti di S & q2+q+l ;

3 - ogni retta contiene g+l punti ;

6 - due rette distinte si intersecano in uno _ed un solo punto ,
allora S & un piano proiettivo di ordine q .

Dal Lemma 1.4, dalle i), ii) e dal Corollario 1.2, si ha :
|L| =q2+q+l e |B| = q2+q+l

cioé valgono per B le proprietd 1 e 2 sépra eleneate.
Per provare la 3 , notiamo che (dalla (2.5)) & sufficiente contare il numero dei

punti di B' incidenti ogni piano £'s £p ¥ £e L ; si ha che +#2' ¢ Ly e

punti di B' che incidono L' , sono L(®) e i q punti affini della generatrice

principale g di Vz3 , contenuta in £ ; #L'e Lé ,i punti di B' che incidono
£' sono precisamente i g+l punti affini P della V;I

P =(a, b, m_a+sm b, m a+m b-m., 1 )

5 9 1 2 2 1 1
tali che sb™-a"~-sa = O.

Per provare la 6 , & sufficiente eseguire semplici calcoli tenendo conto delle e-
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quazioni i) e 1ii) e delle coordinate dei punti della V23 .

Sia A il piano affine sopra il campo K che si ottiene da Il considerando
Zw come retta impropria e A’ lo spazio affine di dimensione 4 sopra F che

si ottiene da z considerando I ' come iperpiano improprio.

Indichiamo con A2(K) e A4(F) rispettivamente il gruppo delle affinitad di 4

edi A' (cfr.[ 7.

TEOREMA 2.2 - Esiste una immersione Z: A

Dim.:

Sia dEAz(K) e sia A la matrice di o rispetto al riferimento fissato in A:

a ie)
! .
A = b a4 |o a,b,c,d,h,h' € K e ad-bc # O .
______ 4 .
h h' 1

Definiamo una corrispondenza a'= (a )2 di A" che rispetto al riferimento si

esprima mediante la seguente matrice Al a blocchi , 5x5 sopra F
a ¢ |
I
Al = [ + = "+wh'=h'
?________P _____ : 6] con hl wh2 h , hl wh2 h
1 1
hl h2 hl h 5 1
e dove
se X & un elemento dell'insieme A,B,C,D dei blocchi 2x2 che compaiono
in A' , si ha
1%
X = . con XX, F .
*1
Se si pone
ad-bc = (u-v) + w (u'-v')
con facili calcoli si ottiene :
det A' = (u—v)2—s (u'-v')2
cioé si ha det A' =0 se e solo se det A =0 .

Quindi la corrispondenza 0' & un elemento di A4(F) .

Si noti che, per definizione, la < & iniettiva ; infine si pud verificare che <

& un morfismo gruppale.

COROLLARIO 2.1 - Per ogni punto (retta) P éi. é_, EE.EE po =p §§_§_solo se
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é (PPl ' = pp
Dim.:
Dimostriamo 1l'asserto provando che vale la seguente uguaglianza :

(pp )o ' = (pa )p .

Tale uguaglianza si ottiene con semplici calcoli, se p & un punto del piano 4 .

Indichiamo ora. con T e 7' le proiettivita di A e di A ' tali che
= tart = '

W/A o W/A’ o .

Per ogni punto pE Zw , & (pp ) m'= (pm )p .

E' sufficiente ora esprimere ogni retta r di A come l'unione di un suo punto

affine e del suo.punto improprio per ottenere con semplici passaggi (ra)p =(xp)a'.

1
Indichiamo con ZO il sottoinsieme dei g+l punti della retta x=XP di I

1

’

controimmagini della conica E e sia Oy=xN1_, 0= op

Indichiamo inoltre con Rm il sottoinsieme dei g+l punti d4i Zco costituito

dalle controimmagini, tramite P , del regolo Rm' Riferendoci al sottopiano B 3

si ha che Rw € precisamente 1'insieme dei punti proiettati su Zw dal fascio d4di

rette di B per O .

Sia B' un sottopiano di Baer di Il che ha a comune con B il punto Y e

i punti di ZO . Indichiamo con Rk il sottoinsieme dei puntdi proiettati su i,

dal fascio di rette di B' per O . Poiché la fibrazione S & regolare, l'insieme

Rk di rette di S corrispondente ad Rk , € un regolo.
Da quanto detto si ha subito il seguente :

R g3 -5 BAR = ¥ i @ » oppure & B =B' .

LEMMA 2.4 - Il sottopiano E’ si pud ottenere come immagine del sottopiano B tra=

mite una affinita a:E 52(5) di matrice

1 :O
A = 9___9__J o]
(¢] 0] 1

Dim.:

Sia T la proiettivita di II di centro Y e-asse x che trasforma il punto
(w) € Rw nel punto (k)€ Rk . Se definiamo a = ﬂ/A ; si ha che la matrice di o

€ precisamente® la matrice indicata nell'asserto del Lemma, con m=kw"l

L'insieme Ba & un sottopiano di Baer di I che ha a comun e con B’ i punti Y

o’
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(0) e i punti di ZO . Di pid, se indichiamo con Rﬁ i punti proiettati su Zw

dal fascio di rette di Bo per il punto O , dal Lemma 2.3 si ha (k)ERk(\Ri’

cioé Bo.= B!

S el 3 ., i - A ’
Se indichiamo con V 1la V2 intersezione definita dei coni C e Qw e

a'=(a)Z , con o come nel lemma precedente , dal Teorema 2.2 e dal Corollario 2:1

si ha che V'=V o' & la varietd definita dalla intersezione dei:coni quadrici
G- e Qk e l'insieme dei punti affini di V' & 1l'immagine, tramite p , dei punti
affini del sottopiano B'.

Da quanto detto, dal Teorema 1.3 e dai Lemmi 2.2, 2.4 , segue subito il

COROLLARIO 2.2 - Le g+l varieta di L dell'insieme Zo , rappresentano tutti e

soli i sottopiani di Baer propriamente proiettivi di E passanti per Y e per

i punti di 7 .
=A== Do

NOTA 2.1 - Poiché il piano II & desarguesiano, dal Teorema 2.2 e dal _Coxollario

3 - § e d
2.2, vengono caratterizzate le V2 di I che rappresentano tutti i sottopiani

di Baer di II propriamente proiettivi ; pil precisamente, queste varieta sono le

i !
V2J che hanno per direttrice rettilinea una retta della fibrazione S e almeno
una direttrice di ordine 2 che risulti immagine della conica E tramite una

affinitd del sottogruppo i(Az(K)) di A4(F).
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