
Algebra e Geometria
Suppl. B.U.M.I. - Vol. 2 - 1980

ALCUJ] T]PI DI VARIETA' V^3 DI
z

SOTTOPIANI DI BAER

Rita Vincenti (perugia) (*) (**)

SuI4MARY .rf lL 'is a d.esarguesian plane of ord.er q2 " it can be represented by

I=S" f.Lrino a spread S of a hyperplane lt. Denoting by L^- the Line.4tQ' ' "-r'*''"

of fr eorresponding r;o s , it is knoan.that a Baer subplane B of rr such
that B(\L* is a Line of B , is represented. by a plane g of I ,
uhere Bf)I' is not a Line of S . We prooe that B is a Baer subplane

'i

of il such

'r' of r
that lB nl*l= t ,

of dimens.ion 2 and

and on 1- B ts
order 3

E'noto come ad un piano di trasfazione JI di ordine q2 , si-pud associ-are una
sua rappresentazione iperspaziare 1I(r ,r 

"s 
) (cfr. l- a _], i_ s _l) in ""i g1i elemen-

ti della fibrazione S rappresentano i punti de11a retta /- rispetto a1la quale
Il e di traslazj-one. 1" l]]l , ,.ppr"sentando II con 1o spazio r =an,q , si
sono caratterizzaLi i sottoinsiemi di punti di I che corri,spondono a quei sotLo-
piani di Baer de1 piano che hanno q+I punti a comune con la retta L*.

In questa nota, si caraLterizzano i sottoinsiemi di punti di I che rappresenta-

no sottoPiani di Baer di un p.iano desarguesiano IT di ordine q2 che intersecano
la retta L* in un solo punto.

si 6 trovato che tati sottopiani di Baer di JI che denomineremo t'proprtamente

proieLtiui" , vengono a corrispondLre arle varieta projettive ur' rigate di r
che si ottengono mediante certi isomorfismi birazlonali tra una retta L della fi-
brazlone s delf iperpiano r' di r ed una conica E di un piano cx di r
con L': crllr' e S e con Ertl' = @ . eueste varieta sono esprimibili come interse-
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zione non completa di due coni quadricj- c e Q cosi falti : c ha per vertice

laretta L eproiettaipuntidiE ; Q haperverticeunpuntodiE epro-

ietta un regoLo R di S con L ed L' appartenenti ad S

NeI primo paragrafo di questa nota, sj- sono ottenute alcune proprietd delle

ur.t di I che ci serviranno nel- seguito.

NeI secondo paragrafo, si dimostra che se A e il piano affine fr-L* ed A'

d 1o spazio affine I - I,, il gruppo delle affinitd di A d immergibile nel

gruppo delle affinita di e che un elemento d.i A c fisso per una affiniti

di A se e solo se I'elemento corrispondente in Ar d fi-sso per la corrisponden-

te attanrta da A'.

si dimostra infine che re urt di I del tipo citato, rappresentano tutti e

soli i sottopiani di Baer di II propriamente proiettivi, passanti per un medesi--

mo (opportuno) punto improprio P di IT e per 1o stesso insieme di q+l pun-

ti di una retta di II non passante per P .

3l - ALCUNT RTSULTATT SULLE U 
2

Dr t+,q

sia F un campo di Galo.is GF(s) di caratterj-stica dispari, F sia i1 cam-

po chiusura algebrica di ,F Denotiamo con I 1o spazio proiettivo 4-dimensionale

sopra F ; Lo spazio [ !i pud pensare lmerso nello spazio I 4-dime.siona.]-e

sopra F Se ,Ot d una varieta proiettiva di dimensione k ed ordine n

(cfr.l-:], l_B]) .sp."==a mediante porinomi f LFI-xo,...,*.] , inLendiamo de-

notare con uOt I'insieme dei punti razionali della variel:, Unn , ossia d

n ,, n
vr, (\ L

Siano tI e

52 il piano di
c2 rispettivamente una retta ed una conica non deglnere dj- I,

I contenente c2 , rl, , s, ' C2 una biiezione -

Supponiamo che siano soddisfatte Ie seguenti condizioni :

cI) gli spazi tl ed 
"2 

sono sghembi ;

cZ) La corrispondenza "{, E un isomorfismo birazionale (cfr.l-3] p-2o3 ,l-81

p.ro).

LEMI'IA I.L - La YgIiSle ri-gata prg-ltlE q1 I t49 si ottiene conglungendo l pun-

ti di S. " c2 che si corrispondono mediante qr , e ung q"3 {.f,.1-:] ,

p-29o) .

Dim. :

La dimostrazione d come in l- 3 I relativamente al caso r=4 ; se i'ndichiamo

a
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3V^ e Ia sola retta S_

Dim.:

E' sufficiente scegliere una retta r di
e considerare 1' S- congiungente S. ed I,3'"L

"2
che sia esterna alla conica C.

Lrelemento s di F che compare ne11e (1.O) , sia un non quadrato; si noti

.allora che rispetto aI riferlmento scelto per I , 1' S.t di equazione i=O

6 ne1le condizioni del Lema I.2 : contiene Ia retta tI ed interseca ]' 52 con-
tenente La C2 , nella retta y1=y2=t=O che 6 esterna a Cz poiche l-,equazio-
ne in I, tr2-==O non ha soluzionj- in F. Si noti infine che j-I punto origj-ne

!.
*

O del riferimento di I d un punto del-la conica .

Si d.enoti con X' l'lperplano di I che nel riferimento fissato ha equazio-
ne t=O Sia assegnata una fibrazione regolare S di I, in modo tale che

Ia retta s. e Ia retta S^f)I, apparEengano ad. S . D,ora in avanti denoteremoL2
con l

(1.1)

(L.2)

L (-) ed L (o)

sia inoltre :

X il piano

Y il piano

, rispettj-vamentef Ie rette

S^ ; E Ia conica c2
z

congiungente O con

t3 1a retta di Y congiungente O

L(-);

con il punto O=,p (o) , oe L(-) .

Si consideri 11 cono quadrico C di I di vertice Ia retta L(@), cosituito

dai q+I piani per L(-) proiettanti i punti della conica E ; indichiamo con

P f insieme dei q+l piani di c . sia infine F iI fascio d.ei q+I iper-

pj-ani di I di sostegno iI piano X

IROPOSIZIONE 1,2 - La corrisponde-nza ri-r:L(o) + E induce una corrispondenza

'-23 che si ottiene congiungendo : punt.i
di I.g) = di E che si corrispondono -'Attraverso U ,

ottigne intersecand.o gli elementi di I g di P che si corrispond.ono attraverso
;r,

Dim,:

Per ogni elemento Sr=pUX r peL(@), sidefinisca i

P e tale che si abbia 6^=L(@) u p rb

6 Ia varieta che si

Br'

t

a ai e /ltl"L "2 ''
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ta da q gener.atrici principali della

Ia ulteriore generatrice .

e aIaI piano Y tangente la 3

2
lungo

NOTA I.l - Per avere Ie equazioni cartesiane della u.3 e sufficiente, eseguend.o
I

un'altra sostituzione del parametro, ottenere la Ur' di I che si esprime

con La seguente equazione :

G.4'') "Svl-"y|)=ri ..
1AIIora Ia V2' si rappresenta med.iante il sistema delle (1.4), (I.4'), (1.4"' ) ,

NorA 1-2 - se P 6 un punto delra conica E , il piano del cono c che proietta
P , ha in comune con Ia Ur' Ia direttrice minima L(-) e la generatrice prin-

cipale g- passante per p.
- -P

COROLI,ARIO 1.3 -99"i definita med.iante una corrispondenza tra una ret-

,rt

v^3 di t_Z

ta e una conica soddisfa,centi le cgndizioni Cl) e Q)
intersezione definita di due conj- quadrici.

, si pu6 ottenere come

-l
TEOREMA I.2 - L. \/"- intersezione definita d.ei coni quadricl C

ot-tenere mediante almeno un isonlcr:qi:!0o birazionale !L :L(-)

sa puoo

+E.

intersezione definita dei coni C e % sj- esprime med.iante i1 seguen-

Dim.:

La 12

te sistema di equazioni :

22(I.5) sx2-xl-sx2t=O
(I.5') (mrx, +mrxr)y1 -(mrx, +smrxr)y, = o

Se si paramerurizza La (1.5), ponendo

(1.5) x, =(-as) (.2-=) -It

3

(1.6' )

dalla (1.5r )

1
x^ =a -s)a

2 -1 t

si- ottiene :

(1.6") yr = =(mra-ma) {mra-smr) 
ry,

Se sj- interpretano le terne (xr,xr,L) e Ie coppie (Vr,Vr), rispettivamente come

coordinate proiettive interne der piano x e derra retta L(6), si ha che re (1.6)
(1.6'), (1.6") rappresentano un isomorfismo blrazionale U":L(-1 + 5 che defini-

<?
sce la v2- si noti che per ottenere tutti i punti derla Vr' , si deve conside-
rare rappresentata anche la retta che si ottiene per il varore "limite,' del para-

I
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metro a -1a=sm2mI

T,EMMA I.3 - Ogni piano o.

non degenere.

del cono Q__ ,af Y, interseca iI cono C

COROLLARIO 1.4 - Le q coniche dei piani di g*, .=9q , ricoprono la

Dlm-:

Lrasserto de1 Oroll-ario 6 conseguenza de1 Corollario 1.2 e del fatto che Ie q

coniche e la retta r (intersezione dei piani di Qw con Ia Vr3) h..rrro tutte a

comune il punto o.

Per dimostrare il Lemma, si consid.eri iI piano 0, di Q* Se e 0,=x , s.i ha che

o f)C 6 Ia conica E . Se A cxlx, si consideri I'S3 congiungente o e la retta
r=d ; tale S- taglia iI cono c secondo un cono 6 di vertic. 5 r.f.tti,'3

se S3f)C fosse un solo piano, esso conterrebbe r , quindi tale piano dovrebbe

essere Y iin questo caso 1rS3 conterrebbe due pianl, o e Y che si intersecano

in un solo punto, e cid E assurd.o. Se S3C)C fossero due piani, sarebbero d.ue

piani Y e Y delcono C passantiper r;alloraalcono C apparterrebbe
Ia retta L(@) ed rma altra retta t=yf)X' con ]ItL(o) = O e ci6 E assurdo.

Se o fla fosse costituita dai q+f pmti di. una generatrice di C , =i avreb-

be che Le-rette crf)I' ed L(-) non sono sghembe ; quindi iI piano cx inter-

seca E ir, ,rr. conica non degenere.

Ind.icando con oorolr...,oq i q+l puntl detla conica E , denoti-amo con

v(o,,Ra) , /i=o,t, ...,q, / a e x 1a ,r' di I intersezione definita de1 cono

C e de1 cono n.tt' di vertice iI punto oi e proiettante iI regolo R".

PROPOSIZIONE 1.3 - Ogni v(o-,R-) 6 una v(o-,R,-) per un opportuno b e K
--i 

-

Di.m. :

sia O. = (h,k,O,O,1)

| . L" v(o.,Ra)

1n una conl-ca

e la retta
3

a=a1+wa2

un punto di E ; si ha sk2-h2-sk = O , sia inoltre
d esprimibile nel modo seguente :

22sx2-xl- sxrt = O

y I( ^ 2* L*u L* 2-e rht-arkt) = y2 ( a1x1+sarxr-arht- sa rkt )

La condj-zione che ogni punto P ali questa varieti sia anche un punto di una

I

{
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V(oo,Rb) , di luogo alle seguenti uguaglianze r

bI = = 
(arh+sark) ( s (arh+ark) 2- 

{arfr+sarX) 
2)

b2 = 
" 

(arh+ark) (s (arh+aak) 2- 
{arh+sark) 2)

e si ha inoltre :

"2bl-alb2 -- -I . Questrultima ugruagl.ianza risulta essere sempre soddisfatta per
quei valori di Or- " b2 essendo equivalente alla seguente:

t""2, - "ll( st<2-rr2-sx) = o
che E vera per le scelte fatte di h e k -

it seguenre insieme di ,rt di I : 
{vfoo,Rot t / a e x\Indichiamo con V

I'EOREMA 1.3 - Il numero di elementi di V_ C esattamente q+l .__4

Dim,:

Si ha subito I'asserto notand.o che iI numero degli elementi di

numero di reqoli R. di S-f)

o

se P = (a,y,1)

V
o

6 uguale al

2. LE ,rt DI X COME SOTTOPIANI DI BAER

usando le notazj-oni di I-6] , irrai"niamo con JI =(P ,R , r) ir piano proietti-
d.esarqjuesiano sopra iI campo K=F(w).

E'noto (cfr.l-a],1-Sll che II pu6 rappresentarsi con Io spazio X, fissan-
do una fibrazj-one regolare S di un iperpiano I' di x usplicitiamo una ta-

1e rappresentazione nel mod.o seguente :

fissiamo una retta ..L* ln II (da d.enominarsi retta impropria dj, II ) ed un

r.iferimento (Orx6 ,y6 ) in modo tale che Ia retta L * e ta rettta x_ y_ .

Indichiamo con (xry,t) coordinate proiettive omogeaae per II e t=O 1'equazj-o-

ne della retta L*

Definiam() rrna applicazione

(2.O) p : II + X

tale che si abbia :

t) 1\ 7 n: r'
(2.2) / v e L*, pp =L(@) se p = y6 = (@) |

PQ =L(m) se ,p = (m)

con L(9e) ed L(m) appartenenti ad. S ;

(2.3) IPEIL-L
@

1

PP = (x1,x2,yl,y2,I) e Ppe X - I,,

con x=xl+wx2 r y=y1+wy2 , x.,yiE t ,/ L=1,,2

t

l
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Se indichiamo con I t Ia incidenza in I

Pp/PTr d un piano di I , Pp Itrp ed d(2.4) /reR rp= {
't

I
r(l It e S .

Dalle (2.o, (2.L), (2.2); (2.3) e (2.4), si ha la
(2.5) P r r se e solo se Pp Ir rp /pe ? ,/ re R

Da quanto iletto si ha subito iI seguente LeDma :

LEMMA 2.1 - Il- pi.ang II E isomorfo, mediante p

[ (1,.r" I ) (crr.l-a],Is]1.
, a1la struttura ili incidenza

sottopiano di Baer di un piano proiettivo .Richiamimo la definizione di

DEFINIZIONE 2.1 - Un sotto.piano

se e solo se si ha :

B di un plano proiettivo

ogni punto di P e incidente una retta di B,

oonL retta di P 6 incidente un punto di B (cfr.l- z ],1- e _l I

DEFINIZI.oNE 2.2 - Un s.ottopiano e di I pt, opriament e p?gi e ttil) o

see [z*nql s1.

p d &i Baet,

BI)

82)

6 denomiSato

un piano proiettivoLENMA 2.2 - I sottopian_i di Baer di
')dine q- , passanti per un punto e_e per q+l- punti di una retta

desargiuesiano P di or-

r (Alr)

sono esattmente q+l

Dim.:

Sj- ha subito 1'asserto notando che i1 piano P

(cfr.l- 6f , e.223)e che iI piano ilerivato 6P

Sia L: l'insieme dei q+I
o

2 -.q pr.anr dr L

6 derivabile secondo Ostrom

ha ordine 2q

piani de1 cono C di equazione (1.4) ed t;

che sono rappresentati con equazioni della seguenteI'insieme dei

forma :

(2.6) y1=rrlx1+sm2x2, y2*2*I+m1x2-ml

e sia L'=L' vLit .

Ognl plano L'e L' 6 imrnagine

me med.iante equazioni ddl tipo
i) x=cl+wc2 , 9dn c:1.c2€ F

owero

, tramite p , ili una retta L ai II che si espri-

ed
22sc2 -cI -sc2 = O ,

J mu,m, e

i
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ii) y=(ml+wrs2)x-miw / mr,m, e F

a seconda che sia :

i') .L'e Li owero 1| i L'e Lt

Indichiamo con Br ltinsieme costituito dal-la retta L.{*) e dai punti affini de11a
?v2' di X definita nelle (1.O) (o le (1.4), (1.4')).

Sia B' la struttura di incidenza di X

(2.7) B'= (Bt,Lt, t,7

e indichiamo con B ed L rispettivamente i sottoinsj-emi idr Ii di ? e R che

sono controimmagini, attraverso p , di B' e di L'.

Per il Lemna 2.L, si ha che Ia struttura di incidenza

' B -(B,L,t)
C una sottostruttura di incidenza di H .

TEoREMA 2.1 - Lp struttura di incidenza 4 = "" sottgpiano di Baer di II propria-

mente proiett_ivo.

Dim.:

E'noto (cfr,l-fl) cfre se in una struttura di incidenza S vatgono le seguenti

I

2
(

3proprieta (indicate complessi

2q '+q+1 ,

6
l- - it numero delle rette di

2 - il numero dei pr:nti di S d q2+q+I ;

3 - ogni retta contiene q+l punti ;

6 - due rette distinte si intersecano in uno -.ed. un solo punto ,

allora S E un piano proiettivo di ordine q .

DaI Lemra 1.4, dalle i), ii) e dal CorollarLo L.2, sj. ha :

Itl=o2*q+r " lBl =q2+q+r
ciod valgono per B Ie proprietA I e 2 sopra eleneate.

Per provare Ia 3 , notiamo che (dalla (2.5)) e suffj-ciente contare iI nurnero d.ei

punti di B' i.ncidenti ogni piano .L'= .Lp / .Le L i si ha che /L, e L; , i
punti affini d.ella generatrice

, i punti di 5' che incidono
1v;-

P =(a, br mra*smrbr m2a+n,b-nl, 1 )

tali che =b2-^2 -sa=O

Per provare la 6 , C sufficiente eseguire sempl"j-ci calcoli tenendo conto delle e-

e

r

punti di B' che incidono Z' , sono L(-) e i q

principale g di ,rt , contenuta in L ; /.L'e Ll
L' sono precisamente i q+I punti affini P della

\)

i
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quazioni i) e ii) e de1le coord.j-nate dei Punti de1la Y2

Sia .4 il piano affine sopra iI campo K che sj- ottiene da JI considerando

L* come retta impropria e .,4 | Io spazio affine di dimensione 4 sopra F che

si ottiene da I consid.erando I ' come iperpiano improprio.

e Ar(F) rispettivamente iI gruppo ilelle affiniti cli A

3

Indichiamo con

e di At (cfr

42 (K)

l_z_ll.

TEOREMA 2.2 - Esiste una irnmersione l: A^(K) + A.(F)
- -z- 4-

ciEA2(K) e sia A la matrice di o rispetto al riferimento fissato in A:

Dim. :

A

a c lo
I

b d lo
------t
h hr I )

Definiamo una corrisPondenza a'= (a )i

esprima mediante la seguente matrice A

a,b,c,d,h,h'e K e ad-bcf o

At i)B

c

D

di At che rispetto al riferimento si

a blocchi , 5x5 sopra F

con hr+whr=h , hi+!rhi=h'

A,B,C,D dei blocchi 2x2 che compaiono

h2 hi n'2
e dove

SC

in
X 6 un elemento delf insieroe

A', siha

*r *2

x Fcon xL,*2
=*2 *r

se si pone

ad_bc _ (u_v,). + w (ur_vr)

con facil-i calcoli si ottiene :

det Ar = (u-v)2-s 1u,-y,12

cioe si ha detA' =O se e solo se detA=O .

Quindi 1a corrispondenza o' d un elemento di A4(F)

si noti che, per definizione, la i 6 iniettiva ; infine si pu6 verificare che i
{

E un morfismo gruppal-e.

COROLLARIO 2.1 - Per. ogni punto (retta) SEsolop di 4, siha pct=p see

I
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a (pp)cx ' = pp

Dim.:

Dimostriamo lrasserto provando che vale l-a seguente uguaglianza :

(pp )o ' = (po )p
Tale uguaglianza si ottiene con semplici ca1co1i, se p 6 un punto del piano A

Indichiamo ora con tT e n' Ie proiettivitd di ,4 e di A , tal-i che
n /A = o r)x,= a'

Per ogni punto p e Z@ , C (pp ) ?r'= (pT )p

E' sufficiente ora esprimere ogni retta r di .4 come llunione di un suo punto
affine e de1 suo-punto improprio per ottenere con semplici passaggi (ro)p =(rp)o,

rndichiamo con Lo il sottoinsieme dei q+r punti del1a retta x=xp-l di IT ,

controimmagi-ni della conica E e sia (O)=xAL*, O= OQ 
1

lndichiamo j-noltre con R^ il sottoinsj-eme dei q+r punti di L* costituito
darle controimrnagini, tramite p , del regolo Rr. Riferendoci al sottopiano B ,
si ha che R, 6 precisamente f insieme dei punti proiettatj- su L* da1 fascio di
rette di B per 0

Sia Bt un sottopiano di
i punti di Zo . hdichiano

dar fascio di rette di Btper o. poiche ra fibrazione S a regorare, l,insieme
R. di rette di -S corrispondente ad &. , E un regolo.Kj.

Da quanto detto si ha subito il seguente :

LEMMA2.1-siha qrfE = L; (4 ,oppure d B=B,

Baer di-

con \

JI che ha a comune con B iI punto y_ e

i1 sottoinsieme dei punti proiettatj. su L

LEMMA 2.4 - It sottopiano Bt

roite una affinitA 0*e A- (K)

si pug ottenere come j_mmagine det sottopiano B tra-

A

fi i,:)
Dim.:

sia 1T ra proi-ettivita di ]I di centro y_ e. asse x che trasforma ir punto
(w) e fi, nel punto (t)e a . se defj-niamo a = T1A, si ha che 1a matrice di o,

E precisamente"la matrice i-ndicata nelltasserto del Lema, con ,=k -1.
Lfinsieme Bo' c un sottopiano di gaer di Ji che ha a comun e con Br i punti y_,

di matrice
1

li

I
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(O) e i punti di Lo Di p.it, se indichlamo con \l i punti proiettati su L*

dal fascio di rette di Bo per il punto O , d'a:- Lemma 2.3 si ha (k)e\f\1,

ciod Ba = Bl

Se indichiamo con V La u r' intersezione definita dei coni C e % e

Cr'=(U)l , con Cx come nel lerma precedente , daf Teorema 2.2 e daL Corollario 2.1

sl ha che Vt= V at C Ia varieta definita da1la intersezione dei:coni quadric.i

c e Qk e f insieme del punti affini di I/' E f irmagine, tramite p, dei punti

affini del sottopiano Bt.

Da quanto detto, dal Teorema 1.3 e dai Lerfii 2.2t 2.4 , seque subito il

C93oLLARIp.2.2 - Le q+l varietd di I V - raDDresentano tutti e

soli i sottopiali di Baer p-ropriamente proiettivi di II passanti per L e Pef

i punti di 1 ^.

NOTA 2.1 - Poichd iI piano 1I d desarguesiano, dal Teorema 2.2 e daL ,CaIollario

2.2, vengono caratterizzate le ,rt di I che rappresentano tutti i sottopiani

di Baer di II propriamente proiettivi ; pit precisamente, queste varj.etA sono Ie

dell I insieme

3

una

che hanno per direttrice rettilinea una retta della fibrazione

direttrice di ordine 2 che risulti immagine del1a conica E

S e almeno

tramite una

l_r_l

l-r-lL_-_l

t-_-lrl
f.-t

l_sl

l_al

affinitd del sottogruppo i (A2 (K) ) di A4 (F)
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